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Oz: Bu ¢alismada dgretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligi ile ilgili ispatlama yaklasimlarinin ve bu konu
ile ilgili guigliklerinin belirlenmesi amaglanmistir. Bu amag dogrultusunda verilerin toplanmasi i¢in agik uglu
sorular igeren bir form gelistirilmis ve 121 matematik 6gretmeni adayina uygulanmustir. Elde edilen veriler igerik
analizi ile incelenmistir. Ispatlarin siniflanmast igin Blum ve Kirsch (1991) tarafindan sunulan ispat semasi dikkate
alinmistir. Sonugta Ggretmen adaylarinin gergeklestirdikleri ispatlarda formal ve pre-formal yaklagimlar:
benimseyebildikleri tespit edilmistir. Bununla birlikte pre-formal yaklagima sahip bireylerin ispatlama
aktivitelerinde, formal bilgileri ile sezgilerini bir arada kullanabildikleri de goriilmiistiir. Diger yandan 6gretmen
adaylarinin ispat1 olusturamamalarina neden olan yanilgilari, bilgi eksiklikleri ve yontemsel yetersizlikleri
belirlenip 6zellikle yanilgilar, bagliklar halinde sunulmustur.
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Abstract: In this study, it was aimed to determine both prospective teachers’ proving approaches related to
equivalence of infinite sets and their difficulties about this subject. In accordance with this purpose, a form
including open-ended questions was developed to collect data and it was applied to 121 mathematics teacher
candidates. Obtained data were analyzed via content analysis. Proof scheme introduced by Blum and Kirsch
(1991) was taken into account for categorizing proofs. Consequently, it was identified that prospective teachers
can adopt both formal and pre-formal approaches in their proving activities. In addition, it has been seen that
individuals, who used pre-formal approach, can use their formal knowledge and intuitions together in proving
activities. On the other hand, misconceptions, lack of knowledge and methodological deficiencies, which caused
to candidate teachers to fail constructing proof, were identified and especially the misconceptions of them were
presented through separate headings.
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1. Giris

Matematigin yigilmali bir bilim olmasi ve matematiksel kavramlar arasinda iligkisel bir
yapinin yer almasi nedeni ile yeni bilgilerin dncekiler {izerine insa edilmesinin bir gereklilik
oldugu soylenebilir. Diger yandan bu inga siirecinde bireylerin ¢ogu zaman karsilastiklari
bir Onermenin dogrulugunu ya da yanligligint nedenleri ile ortaya koymalar1 da
gerekebilmektedir. Bilginin gerekcelendirilmesi ile ilgili bu husus matematiksel
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diisinmenin ispat boyutu ile iligskilendirilebilir. Matematigin ve matematik egitiminin
onemli bir bileseni olan ispat, Tiirk Dil Kurumu (TDK, 2018) sozliigiinde “’Tanit ve kanit
gastererek bir seyin gercek yoniinii ortaya ¢ikarma, kanitlama, tanitlama. *’ seklinde ifade
edilmektedir. Ispat ve ispatlama aktivitelerinin; matematiksel diisiinmenin gelisiminde,
matematiksel bilginin iglevsel hale getirilmesinde ve matematigin kendisinin
anlamlandirilabilmesinde merkezi bir rol iistlendigi sdylenebilir (Ugurel ve Morali, 2010).
Diger yandan matematik egitimcileri arasinda ispat kavramimmin farkli sekillerde
tanimlanabildigi goriilmektedir. Ornegin Baki’nin (2006) bakis acisina gore ispat, bir
iddianin kapsadigi tiim sartlar altinda genelliginin ortaya konabilmesi seklinde ifade
edilebilir. Harel ve Sowder (1998) ise ispat1, bireyin kendisini veya digerlerini bir iddianin
dogru ya da yanlis olduguna ikna etmede kullandigi argiimanlar seklinde tanimlamaktadir.
Ispatlamanin problem ¢dzme ile iliskisini ifade eden Shipley (1999) ise matematik
arastirmacilari agisindan ispat yazma siirecinin genel olarak hipotezlerin belirlenmesi ile
baslayan, bunlarin test edilmesini igeren ve sonunda yazili bir ¢éziimiin olusturulmasi ile
tamamlanan kompleks bir aktivite oldugunu ifade etmistir. Bunlara ek olarak Tall (1998)
ise ispatin, verilen bir iddianin hem dogru oldugunu hem de neden dogru oldugunu
aciklayict bir igleve sahip oldugunu belirtmektedir. Literatiir incelendiginde matematik
egitimcilerinin, ispatin tanimina iligkin farkli boyutlar1 dikkate alinarak farkli siniflamalar
ortaya koyduklar1 gorulmektedir (6r., Balacheff, 1988; Blum & Kirsch, 1991; Harel &
Sowder, 1998; Miyazaki, 2000; Weber & Alcock, 2004). Ormegin Weber ve Alcock (2004)
yiiksekogretim diizeyinde Ogrenim goren Ogrenciler ile gergeklestirilen iki bagimsiz
¢aligmanin sonuglarindan hareketle ispatin sdzdizimsel (syntactic) ve anlamsal (semantic)
bicimde olusturabilecegini belirtmislerdir. Yazarlara gore bunlardan daha sade olan
sozdizimsel ispatta bireyin ilgili kavramin tanimini, bu kavram ile ilgili 6nemli olgular1 -
teoremleri hatirlamasi ve bunlardan hareketle dogru ¢ikarimlarda bulunmasi beklenirken,
anlamsal ispatta ise bireyin ortaya koydugu gercekligin dogru temsillerini olusturarak
aciklayabilmesi beklenmektedir. Dolayist ile s6zdizimsel ispatin formel ¢ikarim siirecinde
temellenmesine karsin anlamsal ispat Uretiminin sezgisel ¢ikarimlardan beslenebilecegi
sOylenebilir (Weber & Alcock, 2004). Diger yandan bireylerin ispatlama siirecinde
kendilerini ikna etme bigimlerini dikkate alarak ispat semasi fikrini ortaya koyan Harel ve
Sowder (1998) ise ispatlart digsal, deneysel ve analitik semalar ile bunlarin alt kategorileri
altinda simiflamiglardir. Diger bir simiflama da Blum ve Kirsch (1991) tarafindan ispatin
gecerlik boyutu dikkate alinarak olusturulmustur. Yazarlar ispatlama eylemlerini “ispat”,
pre-formal ispat ve formal ispat diizeyleri igerisinde tamimlamis ve bunlardan “ispat”
seviyesinin yalitilmis olaylar igerisinde; deneysel dogrulamalar ve sezgisel arglimanlar ile
eksik kalmig tiimevarim yaklagimlardan olusan yeterince diizenlenmemis gecersiz bir
yaklagim oldugunu ifade etmislerdir. Diger yandan onlara gdre gegerli bir ispat ise agagida
sunulan kategoriler icerisinde yer alabilir (Aylar, 2014):

v’ Pre-formal Ispat: Gegerli, yalniz formel olarak gdsterilmeyen, ortaya konmayan
Onermelerdir. Bu yaklagimda, ispatin neden dogru oldugu ortaya konur ancak iyi
yapilanmis mantiksal ¢ikarimlar yoktur.

V' Formal Ispat: Matematiksel olarak kabul edilen mantiksal ¢ikarimlarin yer aldig1
ispatlardir.
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Ispatlama aktivitelerinin matematigin biitiiniine dair genel bir karakteristigi yansitt1i1 ve
bu nedenle pek ¢ok konu alani igerisinde kendisine 6zgii bir yer buldugu sdylenebilir.
Bununla birlikte bu c¢alismada s6z konusu alanlardan biri olan sonsuzluk iizerine
odaklanilmis ve 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligi ile ilgili ispatlarinin Blum
ve Kirsch (1991) tarafindan ortaya konan ispat kategorilerine gore incelenmesi ile onlarin
yaklagimlar1 ve giigliikleri arastirilmustir.

1.1. Matematiksel Sonsuzluk

Insanoglunun ilkel zamanlarindan beri ilgisini ¢eken sonsuzluk kavraminin bireylerin
giinliik yagam deneyimlerinden uzak oldugu ve bu durumda kavramin anlamlandirmasinda
onemli bir giligliik yarattig1 soylenebilir. Tall’a (2001) gore sonsuzluk kavraminin bireyler
tarafindan dogrudan deneyimlenememesi ve bu nedenle sonsuzlugun sonlu deneyimler ile
agiklanmaya ¢alisilmasi s6z konusu giigliiklerin 6nemli bir sebebi olarak ifade edilebilir.
Bu durum Fischbein (2001) tarafindan sonlu gerceklige adapte olan semalarin sonsuzluk ile
karsilagtiginda ¢eligkili durumlar ortaya ¢ikarmasi seklinde agiklanmaktadir. Fischbein,
Tirosh ve Hess (1979) ise sonsuzlugun ortaya ¢ikardigi bu ¢eligkileri agmak igin insan
zihninin sonsuzlugu bir potansiyel olarak ele aldigini ifade etmislerdir. ilk olarak Aristo
(MO 384-322) tarafindan ortaya konmus olan potansiyel sonsuzluk (potential infinity)
kavrami, sonsuzlugun asla bitmeyecek bir siire¢ olarak algilanmasi iken sonsuzlugun gergek
(actual infinity) diizeyde algilanmasi ise potansiyel olan bu siirecin tek bir biitlin olarak
nesnelestirilmesidir (Dubinsky, Weller, McDonald & Brown, 2005).

Sonsuzlugun kavramsallastirilmasinda yasanan giicliikler nedeni ile matematikgilerin
uzun yillar boyunca sonsuzluk kavrami ile ilgilenmekten kagindiklar1 sdylenebilir. Hatta
Galileo ve Gauss gibi bilinen matematikgilerin dahi sonsuzlugun mantiksal siireglere dahil
edilemeyecek bir kavram oldugu kanisina vardiklari bilinmektedir (Narli ve Narli, 2012).
Bununla birlikte sonsuzlugun anlamlandirilmasinda ve matematiksel bir nesne olarak kabul
edilmesinde Georg Cantor’'un (1845-1918) ¢aligmalarimin 6nemli bir payr oldugu
sOylenebilir. Dedekind’in (1831-1916) sonsuzluk tizerine yaptig1 ¢alismalar1 devam ettiren
ve onun sonsuz kiimeler icin sundugu 6z alt kiimelerinden birine esit olabilme’’ tanimini
(Akbulut ve Akguin, 2004) temel alan Cantor, sonsuz kiimeyi kendi 6z alt kiimelerinden en
az biri ile bijektif (birebir-6rten) eslenebilen kiime olarak tanimladigi kiime teorisini ortaya
koymustur (Narlt ve Narli, 2012). Bu nedenle ger¢ek sonsuzluk kavraminin Cantor
tarafindan ortaya konmus olan kiime teorisi ile matematige girdigi (Tsamir & Dreyfus,
2002) ve kavramin 20.yy’da tam olarak anlasilabilmesinin yasanan bu gelismeler sayesinde
miimkiin oldugu soylenebilir (Karagay, 2004).

Cantor, gelistirdigi bu yeni teori ile kiimelerin denkliginin belirlenmesinde yeni bir
yaklasimda bulunmus ve “aralarinda en az bir bijektif fonksiyon tanimlanabilen” klimelerin
denk oldugunu agagidaki tanim ¢ercevesinde ortaya koymustur.

A~B < {f|f: A>B, bijektif } =& (Glney ve Ozkog, 2015, s. 418)
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Bununla birlikte Cantor, ortaya koydugu bu yeni denklik tanimindan hareketle
kardinalite kavramini ve bunun devami olarak da sonlu &tesi sayilari matematige
kazandirmistir. Onun yaklagimina gore kardinal sayi, birbirine denk kiimelerin karsilik
geldigi ve bu kiimelerin eleman sayilarini belirten sayidir (Ozmantar, 2010).

1.2. Sonsuzluk Uzerine Ogretmen Adaylari ile Yapilmis Bazi Cahsmalar

Cantor kiime teorisinin ve bunun 6zelinde sonsuz kiimelere dair denklik iliskilerinin
bireyler tarafindan anlagilmasinin ve ispatlanmasinin epistemolojik, pedagojik ve psikolojik
pek c¢ok degiskene bagli oldugu sdylenebilir. Cantor’un kiime teorisi gercek sonsuzluk
fikrini anlamay1 gerektirir (Aztekin, 2008) ve Tsamir’ e (2000) gore bu fikir sezgiler ile
gelistiginden bireylerde kafa karisikligina sebep olabilmektedir (akt. Sbaragli, 2006, s.54).
Bununla birlikte matematik egitimi literatiiri incelendiginde O6gretmen adaylarinin
sonsuzluk kavramini anlamlandirma big¢imleri ile bahsedilen giigliiklerini belirlemeye
yonelik farkli caligmalar gergeklestirildigi goriilmektedir (6r., Celik ve Aksan, 2013; Giiven
ve Karatas, 2004; Jirotkova & Littler, 2003; Kanbolat, 2010; Kolar & Cadez, 2012; Martin
& Wheeler, 1987; Narl1 & Bager, 2008; Pala, 2014; Singer & Voica, 2008; Tsamir, 1999,
2001). Ornegin, Martin ve Wheeler (1987) sonsuzluk kavramini aritmetik-geometrik,
yakinsak-iraksak ve kardinal-limit baglamlar1 igerisinde karsilagtirmali olacak incelemis ve
Ogretmen adaylarinin bu kavram kavrayis bigimleri arasindaki tutarsizliklari belirtmistir.
Tsamir (1999) ise daha dar bir kapsam ile sinirli kalarak sonsuz kiimelerin karsilastiriimasi
iizerine odaklanmig ve Cantor kiime teorisi ile ilgili ders almayan 6gretmen adaylarinda
oldugu gibi bu dersi almig olan 6gretmen adaylarinin karar verme siireglerinde dahi sezgisel
yaklagimin etkin oldugunu belirtmistir. Benzer olarak Narli ve Bager‘de (2008) 6gretmen
adaylarinin sahip olduklar1 birincil sezgilerinden dolay: kiimelerin denkliklerini kabul
etmede glglikler yasayabildiklerini belirtirken, Kanbolat (2010) da farkli temsiller ile
verilen sonsuz kiimelerin kiyaslanmasi istendiginde 6gretmen adaylarinin sezgilerine dayali
yanitlar verebilecegine dair 6rnekler sunmustur. Diger yandan Kolar ve Cadez (2012) ile
Jirotkova ve Littler (2003) ise dgretmen adaylarinin sonsuzluk anlayiglar ile ilgili olarak
farkli baglamlarda gerceklestirmis olduklar1 ¢alismalarin bulgulari arasinda onlarin bu
konuda sahip olabilecekleri kavram yanilgilarina iliskin ¢esitli Ornekler ortaya
koymuslardir. Pala (2016) ise dgretmen adaylarinin sonsuz kiimeleri karsilastirmada
yasadig1 giicliikleri hem sinif igi gozlemler hem de ispat uygulamalar igerisinde incelemis
onlarmn yetersizliklerinin sezgisel yaklasimlarindan, yanilgilarindan ve ispat yontemleri
hakkindaki yetersiz bilgilerinden kaynaklanabilecegini ifade etmistir. Ek olarak Giiven ve
Karatag’da (2004) oOgretmen adaylariin sonsuz kiimeleri karsilagtirmada sonlu kiimelere
dayali anlayiglar1 benimsemeleri nedeni ile sayilabilirlik ve sayilamazlik gibi temel
kavramlar1 yeterince anlayamadiklarini ifade etmislerdir.

1.3. Problem Durumu

Ogrenciler icin oldugu kadar 6gretmenler icin de anlasiimasi zor bir kavram olan
sonsuzluk kavraminin (Maria, Thanasia, Katerina, Constantinos & George, 2009), heniiz
meslege baslamamis olan Ogretmen adaylar1 tarafindan dogru bir sekilde
kavramsallagtirilmasinin biiyiik 6nem arz ettigi sdylenebilir. Cilinkii s6z konusu kavramin
ortaokul diizeyinde dogal sayilar, tam sayilar, rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar, reel
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sayilar, pi sayisi, dogru, 151n, dogru pargasi, diizlem vb. ve ortadgretim diizeyinde ise
fonksiyon, dizi, seri, limit, tiirev, integral vb. pek ¢ok kavramin insasinda dnemli roller
istlendigi aciktir. Bu dogrultuda daha genis bir pencereden bakildiginda 6gretmen
adaylarinin sonsuzluk kavramina iligkin yetersizliklerinin, bunu gelecekte etkili bigimde
olugturamayacaklarinin bir gostergesi olarak yorumlanabilecegi (Martin & Wheeler, 1987)
ve bu nedenle yukarida sayilan diger basliklar ile birlikte degerlendirildiginde 6gretimin
etkililik diizeyini bir biitiin olarak dogrudan etkileyecegi yorumu yapilabilir. Diger yandan
literatiir incelendiginde Ogretmen adaylarinin sonsuzluk kavramini anlayis bigimlerine
iliskin caligmalar bulunmasina karsin ispat siireclerinden hareketle onlarin yaklagimlarinin
belirlenmesine iliskin calismalar azinliktadir. Bu sebeple bu galismada 6gretmen
adaylarmin sonsuzluk kavramina iligkin anlayiglarinin bir boyutu olan sonsuz kiimeler
arasindaki denklik iligkilerine odaklanilmis ve bunlarin ispatlanmasi siire¢lerindeki
yaklagimlarin ve giicliiklerin ortaya c¢ikarilmasi amaclanmustir. Ogretmen adaylarinin
ispatlarin siniflanarak daha iyi analiz edilebilmesi amaci ile gegerli bir ispatin iki farkli
kategorisini sunan Blum ve Kirsch‘e (1991) ait simiflama, ispat tiirleri arasinda anlasilabilir
ve kesin bir ayrim sunmast nedeni ile tercih edilmistir. Sunulan bu ¢ergeve i1siginda
aragtirmanin problemi asagidaki gibi belirlenmistir:

%)

Matematik Ogretmeni adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligi ile ilgili ispatlari
olustururken benimsedikleri yontemler ve yasadiklar giicliikler nelerdir?

Bu arastirmanin soyut matematik dersini yiiriiten 6gretim elemanlarina &zellikle
sonsuzlugun &gretiminde yasanabilecek olasi giigliikler hakkinda bir fikir sunmasi
beklenmektedir.

2. YOntem

Bu calisma betimsel tiirde nitel bir arastirmadir. Kaptan’a (1998) gore betimsel
aragtirmalar, olaylar ve objeler kavramlarin ne oldugunu betimleyerek agiklamaya caligir
ve bu sayede aralarindaki iliskiler saptanmus olur. Aragtirmada 6gretmen adaylarinin sonsuz
kiimelerin denkligine iliskin ispat yaklagimlari ile yasadiklari giigliiklerin kendi dogal
gergevesinde ve biitiinciil bir bakis agisi ile belirlenmesi amaglandigindan nitel arastirma
tirlerinden durum c¢alismasi (case study) deseni benimsenmistir. Yildirirm ve Simsek‘e
(2013) gore durum g¢aligmalari ile bir ya da birkag duruma iligskin etmenlerin bir durumu
nasil etkiledigi ve bundan nasil etkilendigi belirlenebilir.

2.1. Calisma Grubu

Arastirmanin  gergeklestirilmesi siirecinde amacgli 6rnekleme yontemlerinden kolay
ulasilabilir durum 6rneklemesi teknigi (convenience sampling) tercih edilmistir. Bu amagla
bir devlet iiniversitesinde matematik egitimi anabilim dalinda 6grenim goren ve ikinci
smifta Segmeli I (Mantik) dersine kayith olan iki subeden toplam 121 matematik 6gretmeni
adayi ile caligma gerceklestirilmistir. Calisma grubuna dair Tablo 1 asagida yer almaktadir.
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Tablo 1. Calisma grubu

A Subesi B Subesi %

Kiz Ogrenci Sayist 44 49 77
Erkek Ogrenci Sayisi 17 11 23
Toplam 61 60 100

Caligma grubunu olusturan Ogretmen adaylar1 mantik, kiimeler, bagmtilar ile
fonksiyonlar konularini1 igeren Soyut Matematik dersini iiniversite Ogrenimlerinin ilk
yilinda ve esgiigliiliik, sayilabilirlik-sayilamazlik ile kardinalite konularini iceren Mantik
dersini de iiniversite 6grenimlerinin ikinci yilinda tamamlamislardir.

2.2. Verilerin Toplanmasi

Aragtirma kapsaminda 6ncelikle 6gretmen adaylarinin Cantor Kiime Teorisi ile ilgili
hazirbulunusluklarmin  saglanabilmesi icin esgiigliiliik, sayilabilirlik-sayilamazlik ve
kardinalite konularmni i¢eren Segmeli I (Mantik) dersi yazarlardan biri tarafindan dénem
boyunca sunulmustur. Ders siirecinin tamamlanmasinin ardindan dgretmen adaylarinin
sonsuz kiimelerin denkligine iliskin ispat yaklagimlarimin ve bu siiregte yasadiklar
giicliiklerin belirlenebilmesi adina dort sorudan olusan bir ispat formu iki alan uzmaninin
goriisii alinarak gelistirilmistir. Bu form cevaplamasi herkesge zorunlu ve klasik tarzda acik
uclu sorulardan olusmaktadir. Biiylikoztirk’e (2005) gore agik uglu sorularin dnemli
avantajlarindan biri ilgili konu hakkinda kapsamli ve derin bir i¢ gorii saglamasidir. Segilen
sorular, iist diizey bilissel becerileri 6l¢tiigii ve uzun yanith oldugu icin soru sayist siurlt
tutulmustur. Diger yandan sorularin cevaplanmasinda serbestlik tam olarak saglanmaya
calisilmig ve cevaplayicilara herhangi bir kisitlama getirilmemistir. Formda yer alan
sorularin ders kapsaminda ele alinan kiime, fonksiyon, sonluluk, sonsuzluk, siurlilik,
siursizlik, sayilabilirlik ve kardinalite gibi temel kavramlar ile Cantor’un bijektif esleme
mantigi c¢ergevesinde edinilen temel kazanimlart igerecek sekilde olusturulmasina 6zen
gosterilmistir. Ayrica se¢ilen sorulara benzer yaklasimlar gerektiren farkli sorular, alternatif
¢Oziim yollari ile ders siirecinde ele alinmustir.

Formun hazirlanmasinin ardindan 6gretmen adaylarinin yanitlarinin degerlendirilmesi
icin anahtar bir form olusturulmustur. Bireylerin ayni ispatlari farkli yollarla yapabilecegi
de diisiiniilerek bu anahtar form igerisine ders kapsaminda sunulmus olan 6n bilgiler
dogrultusunda olusturulabilecek farkli ispat yaklagimlarinin eklenmesine gayret edilmistir.
Ayrica bireylerin hipotezden hareketle hilkme ulagma siirecinde yer alan tiim ara
basamaklar1 yerine getirmeleri halinde ispat1 tamamlamus sayilacaklari kabul edilmistir. Bu
calismada, biri sayilabilir ve digeri de sayillamaz kiimelere ait denklik iliskilerini igeren
asagidaki iki soruya iliskin analizlerden elde edilen bulgular sunulmustur:

1) N, dogal sayilar kiimesi ve Z, tam sayilar kiimesi olmak iizere ZXZ = Z2 kiimesi N
kiimesine denk midir? Ispatlaymiz.
2) A=(-2,6)u{8,9}ile B=[-9,-5] U {4} kiimeleri denk midir? Kamitlaymniz.
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2.3. Verilerin Analizi

Hazirlanan formun dgretmen adaylarina uygulanmasinin ardindan onlarin her bir soru
i¢in ispatlamada kullandiklar1 yontemler ve ispata ulasamama sebepleri kategorilestirilerek
temel stratejiler ile sik karsilagilan giigliiklerin anlagilabilmesi amaglanmistir. Toplanan
verilerin incelenmesinde nitel analiz yontemlerinden icerik analizi yontemi benimsenmistir.

Patton (2014)’a gore icerik analizi hacimli olan nitel verinin temel tutarliliklar1 dikkate
almarak indirgenmesi ve anlamlandirilmas: siireci seklinde ifade edilebilir. Yildirim ve
Simgek ‘e (2013) gore ise igerik analizinin amact verilerin agiklanabilecegi genel kavram
ve iligkilere ulagmaktir. Bu nedenle yazarlara gore toplanan verilerin diizenlenerek
temalastirilmasi beklenmektedir.

Analiz sirecinde her bir soru kendi igerisinde ele alinmustir. {lk olarak 6gretmen
adaylarmin  verdikleri yazili yanitlar, anahtar form ile karsilagtirilarak ispati
tamamlayabilenler ve ispati tamamlayamayanlar belirlenmistir. Daha sonra bu ayrim
dikkate alinarak ispata ulasabilen Ogretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligini
gosterme siirecinde kullandigi benzer yaklagimlar ile ispata ulasamayanlarin yasadiklari
benzer giigliikler kendi iglerinde iki alan uzmani tarafindan ayri1 ayri1 kodlanarak temalar
olusturulmugtur. Birden fazla arastirmacinin bir arada c¢alistig1 arastirmalarda, aymi veri
kiimesi kodlanip elde edilen kodlarin benzerlikleri ve farkliliklart sayisal olarak
karsilastirilir ve en az %70 diizeyinde bir giivenirlige ulagilmasi beklenir (Yildirim ve
Simsek, 2013). Bu ¢alismada da uyum yiizdesi yaklasik %90 bulunmustur.

3. Bulgular

Bu boéliimde, veri toplama aracinda 6gretmen adaylarina yoneltilen iki soruya verilen
cevaplar incelenmistir. Bu noktada hem 6gretmen adaylari tarafindan kullanilan temel
yontemler hem de karsilagilan gii¢liikler kategoriler halinde sunulmustur.

3.1. Birinci Soruya Verilen Yamitlarin Analizi

Bu soruya verilen yanitlar incelendiginde 121 6gretmen adayi arasindan 50’sinin ispati
dogru bir sekilde olusturabildigi, 71 tanesinin ise ¢esitli sebeplerden dolayr bunu
basaramadig goriilmiistiir. Ispat1 tamamlayan bireylerin tamami Cantor tarafindan ortaya
konan bijektif esleme yaklasimimi dogru bir sekilde kullanabilmistir. Bu 6gretmen
adaylarinin temel yaklagimlar1 agagida yer alan Tablo 2’de 6zetlenmistir.

Tablo 2. Birinci soruyu tamamlayan 6gretmen adaylarinin yaklagimlar
Soru: 1, dogal sayilar kiimesi ve Z, tam sayilar kiimesi olmak lizere ZxZ = Z?

kiimesi IV kiimesine denk midir? Ispatlayimiz.

Ispati Olusturabilenlerin Kullandiklar Kisi Ispat Tiirii
Temel Yaklasimlar Sayisi (Blum &
Kirsch,1991)
1) N~Zve N~N? = N~Z2 22 Formal
2) 72 kiimesini diizenli siralayarak denkligi gosterenler 3 Formal
3) Kartezyen koordinat sistemi ile denkligi gdsterenler 21 Formal
4) N~Q ve Q~72 = N-72 4 Pre-Formal
Toplam 50
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Ispat1 dogru tamamlayan 6gretmen adaylarinin kullandiklar1 temel yaklagimlara asagida
aciklanacaktir.

o N~Zve N~N? = N~Z2

ispat1 bu yol ile tamamlayan 6gretmen adaylar1 N ile Z ve N ile N2 denkliklerinden
hareketle N~Z? sonucuna ulasmuslardir. Bu 6gretmen adaylarmin, mevcut duruma
biitiinlestirici bir bakis agis1 ile yaklastiklar1 sdylenebilir. Ciinkii bu bireyler olusturduklari
iki ayr1 denkligin (N~Z ile N~N?) sonuglarim birlikte degerlendirebilmis ve elde ettikleri
N2~72 sonucunu da dikkate alarak N~Z? denkliginin saglanmasi gerektigi hiikmiine
ulasabilmislerdir.

S6z konusu yaklagimi benimsemis olan O6gretmen adaylarindan birinin yaklasim
asagida Sekil 1°de sunulmustur.

byl =) I~ 1 ) Gegigme dzelliginin
@ Buumda N2 e Wb HW~H— saflanmas:
-~

Sekil 1. N~Z ve N~N? = N~Z2 yaklasim ile denkligin gosterildigi bir ispat

Ug pargada incelenebilecek bu ispatlama siirecinin ilk asamasinda bireylerin genel
olarak N ile Z kiimelerinin denkligini f: N—Z, y = f(x) tipinde tanimladiklar1 bijektif
fonksiyon ile gosterdikleri, ikinci asamasinda N? kiimesini kosegenler boyunca diizenli
bigimde siralayarak N ile esledikleri ve son olarak da denklik bagintisinin dziinde yer alan
gecigme Ozelligini kullanarak N~Z2 ¢ikarimina ulastiklar1 goriilmiistiir.

® 72 kiimesini diizenli siralayarak denkligi gosterenler

ispat1 bu sekilde tamamlayan 6gretmen adaylar1 Z2 kiimesini dogrudan tek basina ele
almuslardir. Bunun icin éncelikle, Z2kiimesi diizenli sekilde siralanabilmis ve N ile arasinda
dogrudan izah edilebilir kosegensel bir eslemenin olabilecegi gosterilmistir.

Bu dgretmen adaylarindan birinin yaklasimi Sekil 2’de sunulmustur.
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Sekil 2. Z2 kiimesinin diizenli siralanarak N kilmesine eslendigi bir ispat

® Kartezyen koordinat sistemi ile denkligi gosterenler.

Bu yaklasimi kullanan bireyler N~Z2 denkligini gosterirken Z2 ={(x,y) | x,ye Z}
kiimesinin gorsel temsili olan kartezyen sistemdeki ikililerden yararlanmistir. S6z konusu
yaklagimi kullanan 6gretmen adaylar1 Z2 kiimesini kartezyen koordinat sisteminde yer alan
sirali ikililerin bir kiimesi olarak ifade ettikten sonra O(0,0) noktasindan baslayarak belirli
bir yonde hareket etmis ve karsilagilan her bir noktay1 bir dogal sayiya esleme yolu ile ispat1
tamamlamiglardir. Burada 6gretmen adaylarinin ispati tamamlarken gorsel temsillerden
yararlandig1 sdylenebilir. Bu 6gretmen adaylarindan birinin olusturmus oldugu ispat
asagida Sekil 3’te yer almaktadir.
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Sekil 3. Kartezyen koordinat sistemi ile denkligin gdsterildigi bir ispat

Bununla birlikte s6z konusu yaklagimi kullanan 6gretmen adaylarinin, derslerde
onceden kendilerine sunulmus olan N~Q ispatina dair bilgilerini genigleterek yeni bir
duruma transfer edebildikleri ve bu sayede N~Z? ispatin1 olusturabildikleri sylenebilir.

e N~QveQ~72 = N~72

Bu yontemi kullanan 6gretmen adaylarinin dnceden bildikleri N~Q denkligi ile birlikte
Q~Z? denkligini de varsaydiklari ve bu cercevede bir ispat olusturmaya cahstiklart
soylenebilir. Bu 6gretmen adaylarmmn QL Z2 oldugunu agiklayabilmek igin asagida yer
alan iki kiime arasinda gorsel temsilleri de igeren bir iligki kurduklart gériilmiistiir.

77 ={(xy) | xy € Z}
Q:{%|a,b €Z,b#0, (a,b)=1}

Buna gore kartezyen sistemde yer alan (a,b) noktalari ile rasyonel sayilar kiimesinde yer
alan % sayilar1 arasinda bir esleme yapildig1 sdylenebilir. S6z konusu yaklasimi benimsemis

olan 6gretmen adaylarindan birinin ispat1 Sekil 4’te sunulmustur.
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Sekil 4. N~Q ve Q~Z2 = N~Z2yaklasimu ile denkligin gosterildigi bir ispat

Ancak diisiiniilenin aksine Z2 kiimesinde yer alan pek ¢ok ikilinin bir rasyonel say1ya
karsilik gelemeyecegi aciktir. Cilinkii aralarinda asal m,neZ sayilarinin katlar1 ile
olusturulan (m.k,n.k)eZ? (keZ) ikililerinden sadece (m,n)eZ? ikilisi bir rasyonel sayi
(%EQ) ile eslenebilir. Ornegin (1,2), (2,4), ... , (k,2k)eZ? ikilileri diisiiniildiigiinde

bunlardan sadece (1,2) €Z? bir rasyonel say1 olan %EQ ile eslenebilir.

Bununla birlikte eslemede acikta kalan diger elemanlar, rasyonel sayilar kiimesini
dogru tanimlayabilen 6gretmen adaylari tarafindan goz ardi edilebilmektedir. Dolayisi ile
sunulan yaklasimim, formel bir temeli olmasina karsin Q~Z2 noktasinda sezgisel kabule
dayal1 bir boyutunun oldugu da sdylenebilir.

Bu soru i¢in gergeklestirilmis olan ispatlarin Blum ve Kirsch (1991) tarafindan ortaya
konan Formal ve Pre-Formal ispat kategorilerine gore siniflamasi yukarida yer alan Tablo
2’de sunuldugu gibidir. Siniflamaya dair gerekgeler agagida agiklanmisgtir:

0 Tablodaki ilk ti¢ yaklasgim (1. - 2. ve 3.) sonsuz kiimeler arasindaki denklik
iliskilerinin kabul edilebilir formel bir iligki ag:1 icerisinde, Cantor tarafindan
kullanilan birebir-6rten esleme mantig1 dogrultusunda ve dogru bir matematiksel dil
cercevesinde ifadesini icerdiginden formal ispat kategorisinde degerlendirilebilir.
Diger bir ifade ile bu kategoride yer alan ispatlarda; formel bilgi yapilarinin bir amag
dogrultusunda secilmesi, orgiitlenmesi, gerekcelendirilmesi ve sunulmasi agamalari
eksiksiz olarak tamamlanmustir.

0 Ddrdiincii yaklasim ise tanimlar ve fonksiyonlar gibi formel matematiksel bilesenleri
icermesine karsin denkligi gosteren eslemenin 6ziinde sezgisel bir varsayimi
kendisine temel aldigindan pre-formal ispat kategorisinde degerlendirilebilir.
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Diger yandan yapilan analizlerde bu soruda ispati tamamlayamayan ogretmen
adaylarinin Tablo 3’te belirtilen nedenler ile ispat1 olugturamadiklari belirlenmistir.

Tablo 3. Birinci sorunun ispatlanamama sebepleri
Ispatin Tamamlanamamasinin Sebebi Kisi Sayis1
1) Ogretmen adaylarimin sonsuzluk ya da diger matematiksel

kavramlar ile ilgili bir yanilgiya sahip olmasi 20
2) Ogretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligi konusundaki 40
kavramsal ya da yontemsel bir bilgi eksikligi

3) Ispatlama siirecinde islemsel bir hataya diisenler 7
4) Soruya herhangi bir yanit vermeyenler 4
Toplam 71

Tablonun ilk maddesini olusturan yanilgilar asagida 6zetlenmistir:

v Boyut kavramu ile altkiime kavraminin yanhs iliskilendirilmesi.

Bazi 6gretmen adaylarimin Z*nin boyutunun Z?’den kiigiik olmasi nedeni ile Z c Z?
oldugunu diistindiikleri ve bu nedenle kiimelerin denk olamayacag: kanisina vardiklari
goriilmiistiir. Bu 6gretmen adaylarinin hem boyut ile alt kiime kavramlar1 arasinda yanlis
bir iliski kurduklar1 hem de (sonlu kiimelerde oldugu gibi) alt kiime iliskisine sahip sonsuz
kiimelerin denk olamayacaklar1 bi¢giminde hatal1 bir genellemeye ulastiklar1 sdylenebilir.

v Sonsuz bir kiimenin sonlu olarak ele alinmasi.

Bu yanilgiya sahip 6gretmen adaylarinin sonsuz oldugu bilinen kiimeleri sonlu temsiller
kullanarak tanimladiklar1 ve buradan hareketle iliskilerini inceledikleri goriilmiistiir.
Omegin baz1 bireyler, N={1,2,3, ... ,n}ve Z={-m,-m+1,...,-1,0,1, ..., m-1, m}
gosterimlerini kullanarak bu kiimelerin denk oldugunu gostermek istemislerdir. Oysaki
n=2.m+1 (n,me N) i¢in bu kiimelerin esit olamayacag1 agiktir.

Bahsedilen yanilgi durumuna iliskin diger bir 6rnek de Sekil 5’te sunulan eslemedir:

Sekil 5. Sonsuz kiimelerin sonlu temsiller ile ifade edildigi bir yaklagim

Degigkenlerin sonuncu elemanlar olarak kullanildig: bu yaklasim nedeni ile bireylerin
sonlu kiimelere ait baz1 6zellikleri sonsuz kiimelere genelleyebilecekleri ve bu nedenle
cesitli yanilgilara sahip olabilecekleri sdylenebilir.
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v Her sonsuzun aym oldugu diisiiniilmesi.

Bu diisiince sonsuzlugun tek tiirlii olabilecegi fikrine dayanir. Bu yaklasima sahip
bireyler “sonsuz kiimeler denktir ¢iinkii her ikisi de sonsuz sayida elemana sahip
kiimelerdir’’ yargisinda bulunmuglardir. Agir1 genelleme olarak degerlendirilebilecek bu
duruma iligkin 6rneklerden biri Sekil 6’da sunulmustur:
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Sekil 6. Sonsuz kiimelerin daima denk oldugunu ifade eden bir yaklasim

v" Sonsuz kiimelerin hatali tanimlanmasi.

Bazi1 6gretmen adaylarinin N = [1 ,00) ve Z = [-0,-1) U {0} U [1, ) tamimlarini
kullanarak ispat olusturmaya calistiklar1 goriilmiistiir. Bu bireylerin N = R* ve Z = R
seklinde diisiinerek kiimeleri yanlis tanimladiklar1 sonucuna ulasilabilir.

v Denklik iliskisinin sezgisel olarak ele almmas.

Formel ispat surecine miidahale eden sezgisel yaklagimlardan kaynaklanan yanilgilara
pek ¢ok noktada rastlanmustir. Ornegin bir 6gretmen adayr N ve Z kiimelerinin bir say1
dogrusu iizerinde genisledigi dogrultular1 dikkate alarak bunlarin birbirine denk
olamayacagim Sekil 7°deki gibi gorsel bir temsil kullanarak ifade etmistir.
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Sekil 7. Ogretmen adaylarmin sezgisel yaklasimlarima iliskin drnekler

Baska bir 6gretmen adayi ise Z2 kiimesinin, her biri sonsuza ilerleyen eden sonsuz tane
satir kullanilarak ifade edilebilecegini diisiinmiis ve bu nedenle s6z konusu kiimenin tek
bir satir ile ifade edilebilen N, dogal sayilar kiimesine denk olamayacagini ifade etmistir.
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v' -0 ve oo sembollerinin sirasi ile en kKiigiik ve en biiyiik say1 olarak kullamilmasi.

Bu 6gretmen adaylar1 inceledikleri sonsuz kiimelerin olusumunda yer alan sonsuzun
daima-surekli artarak veya azalarak devam eden potansiyel bir siire¢ oldugunun farkinda
olmayabilirler. Bunun nedenle, siirecin ‘w0’ olarak gosterilen sayinin Gtesine
gegemeyecegini diisiinmektedirler. Bu baglamda N, Z ve Z? kiimelerinin tanimlanmasinda

gbzlenen bazi 6rnekler Sekil 8’de sunulmustur:
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Sekil 8. Sonsuzluk semboliiniin “’sonuncu’’ eleman anlaminda kullanimina dair 6rnekler

v Kiimeler arasindaki herhangi bir eslemenin denklik igin yeterli sayilmasi.

Bu diigiinme bicimine sahip 6gretmen adaylarinin incelenen kiimeler arasinda
kurduklar1 herhangi bir eslemenin denklik i¢in yeterli oldugunu varsaydiklar1 ve birebirlik-
ortenlik gibi temel 6zellikleri yeterince ele almadiklar goriilmiistiir.

Ornegin Sekil 9’da sunuldugu gibi bazi bireyler Z? kiimesinin bazi elemanlarini
geligiglizel yazarak N ile eslemis ve denkligi gosterdiklerini diisiinmiislerdir. Oysaki burada
72 kiimesinin elemanlarmim tiimiiniin hangi kurala gére nasil dizilebilecegi yeterince izah
edilmemistir.

ZF - {(-LD.(LD,(2,D),..}
N
N -{ 1L 2 3.1

Sekil 9. Bijektiflik sartlarinin yeterince incelenmedigi bir esleme

Sunulan yaklasima iliskin bagka bir Ornek de bijektiflik acisindan yeterince
incelenmemis olan Sekil 10°daki cebirsel fonksiyondur.
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Sekil 10. Bijektiflik sartlarinin yeterince incelenmedigi kuralli bir fonksiyon

Diger yandan yapilan analizlerde 6gretmen adaylarinin ispata ulasamama sebepleri
arasinda en biiyiik pay1 onlarmn bilgi eksikliklerinin olusturdugu belirlenmistir. Bununla
birlikte belirlenen bilgi eksikliklerinin ¢ok 6nemli bir kisminin ispata iligkin segilen
yontemin uygunlugunu degerlendirme ve alternatif ¢oziimler iiretme konusunda oldugu
goriilmiistiir. Diger bir ifade ile 6gretmen adaylarmin biiyiik boliimiiniin sonsuzluk,
sayilabilirlik ve denklik gibi temel kavramlara sahip olmalarina karsin bunlari yeni ve farkli
olan duruma transfer etmede, yani yeni yontemler olusturmada sikinti yasadiklari
sOylenebilir.

Ornegin N ~ Z2 denkligini gostermeye calisan 23 6gretmen adayr Z2 kiimesi ile N
arasinda bijektif bir esleme yapilmasi gerektiginin farkinda olmasina karsin, Z2 kiimesini
sistematik bir bigimde siralamada 1srarci oldugu ve bunu basaramadigi i¢in N ile denkligini
gosterememigtir. Bahsedilen bu yaklasima dair 6rneklerden biri Sekil 11°de sunulmustur:

1 | 7 \ )
) - ‘ 2 e | ).
Z 4o spaildr kdmesde Z '4e Jdeqndif-

Sekil 11. Siralamadaki giligliik nedeni ile bijektif eslemenin kurulamadigi bir yaklagim

3.2. Ikinci Soruya Verilen Yamtlarin Analizi

Formda yer alan ikinci soru 43 Ogretmen aday: tarafindan formel bigimde
ispatlanabilirken kalan 78 Ogretmen adayr tarafindan gesitli nedenler ile
tamamlanamamistir. Tipki ilk soruda oldugu gibi formel ispati olusturabilen 6gretmen
adaylarinin Cantor yaklasimini dogru bigimde kullanabildikleri goriilmiistiir. Benimsenen
temel yaklagimlar frekanslari ile agagida yer alan Tablo 4’te sunulmustur.
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Tablo 4. ikinci soruyu ispatlayabilen 6gretmen adaylarinin yaklagimlar

Ispatin Tamamlanamamasinin Sebebi Kisi Sayisi

1) Sonsuzluk ya da diger matematiksel kavramlar ile ilgili 32
bir yanilgiya sahip olunmasi

2) Schroder-Bernstein teoreminin hatali kullanimi

a. Alt kiimelerin hatal belirlenmesi 24

b. Fonksiyonlarin hatali olusturulmasi 10

3) Soruya herhangi bir yanit vermeyenler 12
Toplam 78

Ispati tamamlayabilen 6gretmen adaylarinin yaklasimlari incelendiginde tiim bireylerin
daha 6nce gormiis olduklar1 Schroder-Bernstein Teoremi’ni kullanarak ispati olusturduklari
belirlenmistir. Bu teoreme gore, her biri digerinin uygun alt kiimesine denk olabilen iki
kiime birbirine denktir (Giiney ve Ozkog, 2015). Yani, A ve B birer kiime olmak (izere
kiimelerin denkligi bu teoreme gore asagidaki gibi ifade edilebilir:

A~B © [(AACA=> A;~B)A(BicB=B;~A)]

Ikinci sorunun ispatinda kullamilan temel yaklagimlar asagida agiklanacaktir.

e Her iki kiimeden uygun alt kiimeler secerek diger kiime ile cebirsel esleme.

Bu yaklagimi benimseyen 6gretmen adaylar1 A= (-2,6) U {8,9}ile B= [-9,-5] U {4}
kiimeleri arasindaki denkligi gosterirken ilk olarak A ve B kiimelerinden uygun birer alt
kiimeler segmis sonrasinda bu alt kiimelerin, karsilagtirilan diger kiime ile denkligini kuralll
bijektif fonksiyonlar ile gostermislerdir. Bu 6gretmen adaylarindan birinin ispat1 asagida
Sekil 12°de sunulmustur.

e Her iki kiimeden uygun alt kiimeler secerek diger kiime ile geometrik esleme.

Bu yaklasimi benimseyen Ogretmen adaylari A=(-2,6)U{8,9} ile B=[-9,-5]u{4}
kiimesinin denkligini gosterirken, sectikleri alt kiimeler arasinda cebirsel olarak ifade edilen
bijektif fonksiyonlar tanimlamak yerine geometrik bir yaklagim tercih etmisler ve dogru
parcalar1 yardimui ile bu denkligi ifade etmislerdir.

Bu yontemin asagidaki iki temel bilgi tizerine kuruldugu sdylenebilir:

= Bir dogru pargasi tizerinde sonsuz nokta yer alr.
= Farkli iki noktadan bir ve yalniz bir dogru geger.
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Bu yaklasima gore sayilamaz sonsuz iki kiimenin kardinalitelerinin esitliginin 6gretmen

adaylar1 tarafindan olusturulan gorsel temsiller iizerinde iliskilendirilerek yorumlandig:
sOylenebilir. Pala (2016) tarafindan olusturulan ve Sekil 14’te sunulan gorsel, 6gretmen
adaylarinin geometrik yaklagim kullanarak kurduklari bu denklikleri agiklamaktadir.

2°

Sekil 14. Geometrik gosterimde kardinalitelerin esitligi: # (JAC]) =# ([A'CT)

Buna gore O odagindan ¢izilen 1ginlarin [AC] iizerinde yer alan her bir noktay1 [A'C']

iizerindeki bir ve yalniz bir noktaya eslemesi nedeni ile dogru pargalarinin es giiglii oldugu
yorumu yapilabilir.

Arastirmanin ikinci sorusu igin gergeklestirilen ispatlarin Blum ve Kirsch (1991)

tarafindan ortaya konan formal ve pre-formal ispat kategorilerine gore siniflamasi yukarida
yer alan Tablo 4’de sunuldugu gibi yapilabilir. Siniflamaya dair gerekgeler asagida
aciklanmustir:

(o}

Birinci yaklasim A ve B kiimeleri arasindaki denklik iliskilerinin kuralli fonksiyonlar
ile cebirsel ifadesini igerdiginden formal ispat kategorisinde degerlendirilebilir. Cunk
bu yaklasim matematiksel olarak dogru kabul edilen ¢ikarimlarin bir dizisini ve formal
acgiklamalarini igerir.

Diger yandan geometrik temsilleri temel alan ikinci yaklagimin ise kardinalite mantigini
gegerli kilan ancak bunu birinci yontemin aksine dogrudan acik bir kural ile formal
bi¢cimde kanitlamayan sezgisel unsurlar1 da igerisinde barindirdig: sdylenebilir. Yani
sunulan bu yaklasim, iki aralik {izerinde yer alan elemanlarin eslenecegini belirtmesine
karsin bu eslenmenin hangi kurala gore ve nasil olacagini yeterince izah etmemektedir.
Bu nedenle formel unsurlara ek olarak bireyleri sezgisel bir genellemeye gétiren
bilesenleri de igerdigi g6z Oniine almarak pre-formal yaklasim kategorisinde
degerlendirilebilir.

Diger yandan yapilan analizlerde bu soruda ispati tamamlayamayan Ogretmen

adaylarinin Tablo 5’te nedenler ile ispati olusturamadiklar1 gézlenmistir.
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Tablo 5. ikinci sorunun ispatlanamama sebepleri

Ispatin Tamamlanamamasinin Sebebi Kisi Sayisi

1) Sonsuzluk ya da diger matematiksel kavramlar ile ilgili 32
bir yanilgiya sahip olunmasi

2) Schroder-Bernstein teoreminin hatalt kullanimi

a. Alt kiimelerin hatali belirlenmesi 24

b. Fonksiyonlarin hatali olusturulmasi 10

3) Soruya herhangi bir yanit vermeyenler 12
Toplam 78

Tablonun ilk maddesini olusturan yanilgilar asagida 6zetlenmistir.

v Sonlu sayida elemanin, sonsuz kiimelerin denkligini etkilediginin diisiiniillmesi.

Sonsuz kiimelere sonlu sayida eleman eklenme ya da ¢ikarma kiimelerin kardinalitesini
degistirmeyeceginden, kiimelerde denkliginin niteligini de degistirmez. Oysa baz1 6gretmen
adaylar1 A= (-2,6) U {8, 9} ve B= (-9,-5) U {-9, -5, 4} scklinde yazdiktan sonra birlesim
kiimelerinin sonlu kisimlarina odaklanarak A~+B sonucuna ulagmiglardir.

v Sayilamaz sonsuz her kiimenin denk oldugunun diisiiniilmesi.

Bazi 6gretmen adaylar1 A= (-2,6) U {8,9} kiimesi ile B=[-9,-5] U {4} kiimelerinin denk
olup olmadigini arastirma ihtiyact bile duymamistir. Bu bireylere gore her iki kiime de
sayilamaz oldugundan bu kiimeler birbirlerine denk olmalidir.

v Sayilamaz sonsuz Kiimelerin sonlu veya sayilabilir kiimeler olarak ele alinmasi.

Bu yanilgiya sahip 6gretmen adaylar1 verilen sayilamaz sonsuz kiimelerde yer alan
aralik gosterimlerini tam sayilar1 ifade etmenin pratik bir yolu olarak degerlendirmis ve bu
araliklar1 dikkate almalar1 gerektiginde sadece igerisinde yer alan tamsayilar1 ifade
etmislerdir. Ornegin bu yanilgt dogrultusunda A= (-2,6) U {8,9} kimesi, A={-1,0, 1, 2, 3,
4,5, 8, 9} seklinde ifade edilmistir. Bununla birlikte bazi bireylerin de agik veya kapali
araliklar1 sadece rasyonel sayilari i¢eren kiimeler olarak degerlendirdikleri ve ispatlarini da
buna gore sekillendirdikleri goriilmiistiir.

v Schrdder-Bernstein Teoremi’nin anlaminin yanhs kavranmasi.

Baz1 6gretmen adaylarinin “’birbirinin uygun alt kiimesine denk olan kiimeler denktir’’
seklinde yorumlanabilecek Schroder-Bernstein Teoremi ile ilgili yanlis bir anlayisa sahip
olduklar1 gériilmiistiir. Ozellikle bu bireylerin, teoremi asagida ifade edildigi bigimi ile *’alt
kimeleri denk olan kiimeler denktir’’ biciminde yorumladiklar1 belirlenmistir.

A~B © [(Arc AABicB)= (A1 ~By)]
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Ornegin bu yaklasima sahip 6gretmen adaylarindan biri (-2,6) = Ave (—6,-8) c B

alt kiimeleri icin (-2,6) ~ (-6,-8) denkligine ulagmis ve buradan hareketle iist kiimeler olan
A ve B kiimelerinin de denk olmasi gerektigi sonucunu ifade etmistir.

v Sonsuz araliklar: metrik uzunluklarina gore kiyaslayanlar.

Bu yanilgiya sahip 6gretmen adaylarinin, 6zellikle aralik veya dogru parcast seklinde
verilen sonsuz kiimelerin denkligini aragtirirken bunlarin igerdikleri elemanlar arasinda
birebir-6rten bir fonksiyon tanimlamak yerine dogrudan uzunluklarimi kiyaslayarak karar
verme egiliminde olduklar1 belirlenmistir. Ornegin bu yanilgiya sahip bir 6gretmen aday1,
A= (-2,6) U {8,9} kiimesi ile B= [-9,-5] u{4} kiimesinin birbirlerine denk olamayacagini
Sekil 15°te sunulan 6l¢liimler dogrultusunda kanitladigini diistinmiistiir.

M N K L
;rg \ T J
4 birim 8 birim

Sekil 15. Araliklarin uzunluklarini dikkate alan yaklagim

Diger yandan yapilan analizlerde 6gretmen adaylarinin ispata ulagamama sebepleri
arasinda en biiyiik payin hatalardan kaynaklandigi belirlenmistir. Bu hatalarin bir kisminin
uygun alt kumelerin secgilmesi ile ilgili oldugu diger bir kismmin da tanimlanan
fonksiyonlar ile ilgili oldugu goriilmiistiir. Ornegin kiimeler arasinda bijektif bir fonksiyon
tanimlamaya ¢alisan ve birebirlik-rtenlik sartlarint da dikkate alan bazi 6gretmen
adaylarinin bahsettikleri bu sartlara uymayan cebirsel fonksiyonlar tanimladiklart
belirlenmistir. Bu durumun bireylerin  olusturduklar1  drnekleri  yeterince test
etmemelerinden kaynaklandig belirlendiginden yanilgi olarak siniflanmamustir.

4. Tartisma, Sonuc ve Oneriler

Bu c¢alismada matematik Ogretmeni adaylarinin  sonsuz kiimelerin  denkligini
gostermede benimsedikleri yaklasimlar ve yasadiklari giigliiklerin incelenmesi
amaglanmistir. Bununla birlikte gecerli bir ispat ortaya koyabilen katilimcilarin
yaklagimlarimin siniflanmasinda Blum ve Kirsch (1991) tarafindan 6nerilen formal ispat ve
pre-formal ispat kategorilerden yararlanilmistir. Analizlerde ulagilan bulgulara gore
Ogretmen adaylarmin sonsuz kiimeleri karsilastirmalar1 gereken ispatlama aktivitelerinde
hem formal hem de pre-formal yaklagimlari benimseyebildikleri ve farkli durumlar
igcerisinde bunlar1 bazen de birlikte kullanabildikleri soylenebilir. Bu ¢aligma kapsaminda
sunulmus olan iki soruda farkli ispat tiirlerine ait kategorilerin bulunmasi bu durumun bir
gostergesi olarak degerlendirilebilir. Ayrica bu kategorilerden formal ispat kategorisinde
yer alan Ogretmen adaylarimin, mantiksal ¢ikarimlar ile gergevelenen ve matematiksel
notasyon dilinin etkin olarak kullanildig1 ispat yaklasimina sahip olmasina karsin pre-
formel seviyede yer alan 6gretmen adaylarimin ise mantiksal ¢ikarimlar yaninda sezgisel
argiimanlara da yer verdikleri sdylenebilir. Diger yandan hem formal hem de pre-formal
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olarak smiflanan ispatlarin tamaminin sekiller, diagramlar ve sdzel agiklamalar gibi diger
tamamlayict unsurlar ile desteklenmesinin ispatin gegerligini artirmaya doniik oldugu ve
Weber ve Alcock (2004) tarafindan ifade edilen semantik (anlamsal) olusum kapsaminda
yorumlanabilecegi sOylenebilir. Dolayisi ile 6gretmen adaylarinin, gergeklestirmis
olduklari ispatlama aktivitelerinde Tall (1998) tarafindan ifade edilmis olan agiklayici olma
islevini 6n planda tuttuklar1 yorumu yapilabilir.

Yapilan analizlerde her bir soruda ispati olusturabilen 6gretmen adaylarinin sayisinin
ispatt olusturamayanlara gore agikca az oldugu da goriilmektedir. Buradan hareketle
6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligi ile ilgili kavramsal, islemsel ve yontemsel
bilgi diizeylerinin istenilen seviyeden uzak oldugu yorumu yapilabilir. Literatiirde 6gretmen
adaylarinin benzer gligliikler yasadiklarini belirten farkli ¢aligsmalara rastlanabilir (6r., Celik
ve Aksan, 2013; Giiven ve Karatas, 2004; Jirotkova & Littler, 2003; Kanbolat, 2010; Kolar
& Cadez, 2012; Narli & Bager, 2008; Pala, 2016; Singer & Voica, 2008; Tsamir, 1999,
2001). Ornegin, Tsamir (2001) 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimeleri kiyaslamada parca-
biitiin iliskisi, tek sonsuzluk OlgUtl, sonsuz kiimelerin karsilastirilamayacag fikri ve bire-
bir esleme gibi farkli yaklagimlari kullanabilecegini ifade etmis ve onlarin farkli temsiller
(nimerik-geometrik) ile sunulan sonsuz kiimeleri kiyaslamada celigen yanitlar verebildigini
ortaya koymustur. Bu calismada da ayni dersi almig olan 6gretmen adaylarinin sonsuz
kiimeleri kiyaslamada farkli temsillere dayali yaklasimlar1 benimsemeleri sonucunda farkl
yanitlara ulastiklar1 gozlenmistir. Diger yandan 6zellikle Tablo 2°de ve Tablo 4’te yer alan
pre-formal yaklasim kategorileri dikkate alindiginda 6gretmen adaylarinin formel ispata
ulasamamalarindaki 6nemli bir etkenin de onlarin sezgisel yaklasimlart oldugu tespit
edilmistir. Fischbein’e (1999) gore kisisel bir kesinlik hissine dayanan ve 6zel bir biligsel
yap1 olarak tanimlanan sezginin, bireyleri formel delilleri arastirmadan alikoydugu ve
bunun yerine varsayimlar ya da kabuller gibi informel yaklasgimlar yolu ile ispat siirecini
bigcimlendirdigi soylenebilir (Pala, 2016). Calismanin bulgular1 incelendiginde Tsamir
(1999) tarafindan sonlu kiimelere ait anlayisin genellestirilmesi ile ortaya ¢iktigi belirtilmis
olan sezgisel yaklagimlara; parca-biitiin iligkilerinin yorumlanmasi, kiimeler arasinda
eslemelerin olusturulmasi, gorsel yaklasim ile karar verilmesi gibi farkli durumlar icerisinde
rastlandig1 soylenebilir. Ayrica Kolar ve Cadez (2012) tarafindan belirtilmis olan
sonsuzlugun sinirsizlik-genigleme kavramlari gergevesinde sezgisel yorumlanmasina dair
orneklerin de bu ¢alismada gozlendigi soylenebilir.

Bununla birlikte Ogretmen adaylarinin yasadiklar1 giigliikler icerisinde sezgisel
yaklagimin 6nemli bir yeri olmasina karsin onlarin sahip olduklart diger yanilgilarin da
o6nemli sonuglart dogurdugu sdylenebilir. Yapilan analizlerde 6gretmen adaylarinin sonsuz
kiimeyi sonlu olarak yorumlamalari, kiimeleri hatali tanimlamalari, temsil ve sembolleri
yanlis yorumlamalari, denklik tanimini uygulayamamalari, bijektiflik sartlarin1 dogru ifade
edememeleri vb. ¢esitli yanilgilara sahip olmalar1 nedeni ile ispati olusturamadiklar
belirlenmistir. Bir ispatin olusturulabilmesi i¢in ilgili yapilarin dogru secilmesi ve bunlar
arasinda dogru iliskilerin kurulmasi gerektigi agiktir. Bu perspektif 1518inda kavramsal
temelin ispat i¢in gerekli olan 6n sartlarindan biri oldugu diistiniildiigiine bireylerin formel
ispata ulasabilmeleri i¢in ilgili kavramlara dair hazirbulunusluga sahip olmalar1 ve sz
konusu kavramlart hem iglemsel hem de anlamsal diizeyde etkin bir sekilde




470 O. Pala, S. Narl

kullanabilmeleri gerektigi sOylenebilir. Ayrica bu c¢aligmanin yanilgilara iliskin
bulgularinin literatiirde yer alan diger pek ¢ok g¢alismanin bulgular ile Ortiistiigii de
goriilmektedir (6r., Giiven ve Karatas, 2004; Jirotkova & Littler, 2003; Kolar & Cadez,
2012; Narli & Baser, 2008; Pala, 2016; Tsamir, 1999, 2001). Ornegin, Tsamir (2001)
tarafindan ifade edilmis olan tekil sonsuzluk, tiim sonsuzlarin esitligi ve biitiiniin par¢aya
denk olamamasi gibi yaklasimlara dair ¢esitli 6rnekler bu ¢aligmada belirlenen yanilgilar
icerisinde de vurgulanmistir. Diger yandan, sonsuzun tek tiirlii var olabilecegi, tiim
sonsuzlarin denk olmasi gerektigi ve sonlu kiime iglemlerinin sonuglarinin sonsuz kiimeler
icin de gecerli olabilecegi gibi benzer yanilgilar, Gliven ve Karatas (2004) ile Narli ve
Baser’in (2008) ¢aligmalarinda ortaya konan sonuglari desteklemektedir.

Ispatlama aktivitelerine iliskin diger bir dnemli husus da konu alanina iligkin 6n bilgileri
tam olan 6gretmen adaylarmin ispati olusturmada yasadigi giigliiklerdir. Bu bireylerin
biiyiik cogunlugunun sahip olduklari bilgileri yeni - farkli durumlara transfer etmede giiglilk
¢ektikleri ve ispati olugturmada yontemsel bilgi eksikliklerine sahip olduklari yorumu
yapilabilir. Benzer sonuglari ifade eden Weber’de (2001) yeterli hazirbulunusluga sahip
bireylerin dahi bir 6nermeyi ispatlamada giigliikler yasadiklarim belirterek bu durumu
ispatlamada kullanilabilecek stratejik bilgiler ¢ergevesinde yorumlamigtir. Bu noktada ispat
olusumunu bir siire¢ ¢ergevesinde yorumlayan Bell’ in (1979) 6nermis oldugu gibi
bireylerin 6nermeleri dogrulama, aciklama ve sistematiklestirme becerilerinin gelisimi
sayesinde ispat yapabilme aliskanlig1 kazanabilmeleri miimkiin olabilir.

Sunulan bu ¢alismada ortaya ¢ikan yontemlerin ¢esitlendirilmesi ve yasanan giigliiklerin
onlenebilmesi i¢in 6gretim elemanlarinin Cantor’un Kiime Teorisi ile ilgili kavramlari
uygun bir hiyerarsi altinda ve iligkisel bir yapi igerisinde sunmasi gerektigi soylenebilir. Bu
noktada 6rnegin sonsuzluk kavramina gegmeden Once bagnti, kilme ve fonksiyon gibi
temel kavramlarin bireylerde eksiksiz olarak olusturulmasi ve bunlar arasindaki iligkilerin
acgiklanmasi anlamsal (relational) 6grenme agisindan biiyiik 6nem arz etmektedir. Ayrica
bireyler tarafindan sik kullanilan sezgisel yaklagimlarin ve bunlarin formel bilgi ile ¢elisen
yonlerinin 6greticiler tarafindan gozetilerek derslerin islenmesi gerektigi de sdylenebilir.
Bu sayede sonsuzlugun bir nesne olarak algilanmasinin dniine gegen potansiyel yaklasimin
(Dubinsky ve ark., 2005) etkileri azaltilabilir. Diger yandan farkli seviyelerde
diizenlenebilecek ispat ¢aligmalart ile 6gretmen adaylarinin hem sonsuzluk kavramina hem
ispatlama becerilerine iliskin durumlar daha iyi anlagilabilir. Ayrica bu ¢aligmalarda ortaya
konan ispatlarin incelenmesinde farkli kuramcilara ait semalarin kullanilmast ile paradigma
acisindan da bir ¢esitlilik de saglanabilir.

Genis perspektiften bakildiginda soyut matematik icerisinde 6zel bir yeri olan sonsuzluk
kavraminin 6gretmen adaylarinda dogru bi¢cimde olusturulmasinin, onlarin ileride rehberlik
edecekleri 6grencilerde gelistirmeleri beklenen soyut diisiinme ile problem ¢ézme
becerilerini dogrudan etkileyebilecegi sdylenebilir. Bu nedenle 6gretmen adaylarinin giicli
ve zaylf yanlarmin detaylandirilmasinin matematik egitimi agisindan biiyiik bir dnem
tasidig1 sonucuna ulasilabilir.
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Prospective Mathematics Teachers’ Proving Approaches and
Difficulties Related to Equivalence of Infinity Sets

Extended Abstract

Introduction

Proof and proving activities can be considered to have a significant role in understanding
mathematics (Ugurel & Morali, 2010). As a result of the literature review conducted for this
paper, it was seen that mathematics education researchers put forward different proof
schemas (e.g., Balacheff, 1988; Blum & Kirsch, 1991; Harel & Sowder, 1998; Miyazaki,
2000; Weber & Alcock, 2004). One of these schemas was presented by considering the
validity dimension of proof by Blum and Kirsch (1991). According to them, a valid proof can
be categorized into following two definitions (Aylar, 2014):

v" Pre-formal proofs: They are arguments, which are not proved formally. Although
these proofs include arguments about why a theorem is true, they have no well-
structured logical deductions.

v" Formal proofs: These proofs have logical deductions, which are accepted
mathematically.

The studies examining teacher candidates’ knowledge about the concept of infinity through
proving activities are limited in number. Therefore, this study focuses on the equivalence
relations between infinite sets and aims to determine prospective teachers’ approaches and
difficulties in proving process. The categories presented by Blum and Kirsch (1991) are used
to analyze their proofs. This study is expected to inform the instructors about difficulties
which may be observed in teaching the concept of infinity in Abstract Mathematics.

Method

In this qualitative case study, convenience-sampling method was chosen. The participants of
the study were 121 pre-service mathematics teachers studying in a state university. One of
the authors presented Cantorian Set Theory in a lecture to provide prior knowledge to them.
Then, in order to determine prospective teachers’ approaches and difficulties in proving, a
form including four questions was prepared through two experts’ views. In this study, the
findings of the following two questions, one of which is about countable sets and the other is
about uncountable sets, were presented:

1) Let N be the Set of Natural Numbers and Z be the Set of Integers. Then is N
equivalent to ZxZ = Z2?
2) Isthe set of A = (-2,6) U {8,9} equivalent to the set of B = [-9 ,-5] U {4}?

The analysis of the data was conducted through content analysis. The approaches and the
difficulties were categorized for each question. The encoders produced 90% agreement on
codes.
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Results

In this section, the responses for two questions were examined and categorized. The proof
approaches of teacher candidates and number of them in the first question as follows:

1.  Undergraduates who demonstrate N~Z and N~N? = N~Z (22)

2. Undergraduates who demonstrate the equivalence through ordering regularly the set
of 72 (3)

3. Undergraduates who demonstrate the equivalence through cartesian coordinate
system (21)

4. Undergraduates who demonstrate N~Q and Q~Z? = N~Z2 (4)

The first three approaches can be evaluated as formal proof because they include both the
bijective matching presented by Cantor and the correct mathematical notation. Although the
fourth approach included mathematical components such as definitions and functions, the
equivalence of Q~Z? was accepted intuitionally. Therefore, the last approach can be
considered to be in the category of pre-formal proof.

The proof approaches of prospective teachers and number of them in second question as
follows:

1) The algebraic matching between sets by choosing the proper subsets (24)
2) The geometric matching between sets by choosing the proper subsets (19)

Because the first approach presented the equivalence of the sets of A and B through algebraic
functions, it can be considered as formal proof. On the other hand, the second approach,
which was based on geometric representations, includes intuitional components that was not
proved formally. So, it can be considered in the category of pre-formal proof.

In addition to these findings, it was observed that the prospective teachers could not complete
their proof because of the reasons such as misconceptions, mistakes, and deficiencies on
proving methods.

Conclusion and Discussion

These findings suggest that prospective teachers adopted both formal and pre-formal
approaches in proving activities that include comparing infinite sets. Furthermore, while
some of the teacher candidates used only one of these approaches, some utilized both of them.
On the other hand, it was seen that the number of undergraduates who constructed the proof
correctly are quite less than the others who could not. From this point of view, the prospective
teachers can be said to have insufficient conceptual, operational and procedural knowledge.
In addition to this result, various mistakes such as expressing an infinite set as finite, defining
the infinite sets incorrectly, misusing the representations and symbols were found to prevent
the proving process. Besides, another important reason for deficiency in constructing the
formal proof was identified as intuitional approaches. In the literature, there are several
studies reporting similar difficulties of prospective teachers (e.g., Celik & Aksan, 2013;
Given & Karatas, 2004; Jirotkova & Littler, 2003; Kanbolat, 2010; Kolar & Cadez, 2012;
Narli & Bager, 2008; Pala, 2016; Singer & Voica, 2008; Tsamir, 1999, 2001).
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In order to overcome these difficulties and to diversify proving methods, it can be
recommended to present concepts regarding Cantorian Set Theory in an interrelated way and
with convenient hierarchy. Besides, a deeper understanding about proving processes may be
developed through analyzing with different theoretical frameworks.
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